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Résumé

Dans cet article, on s’intéresse a I’étude de la maximisation du profit d’un transpor-
teur de fret. Ce probléme intégre la gestion des flux de véhicules simultanément a
celle des flux de marchandises. Nous proposons deux modéles linéaires en nombres
entiers, I'un fondé sur des variables arcs pour les véhicules, I'autre sur des variables
chemins pour les véhicules, les deux avec des variables arcs pour les marchandises.
La comparaison expérimentale de ces deux modéles indique que la formulation "che-
min" a une bien meilleure relaxation linéaire que la formulation "arc", réputée faible.
Cette dominance est également prouvée par une comparaison théorique des deux
modéles.
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1 Introduction

Le transport de fret est un des maillons essentiels de la chaine logistique
(supply-chain) des entreprises. L'INSEE estime que ce secteur occupe prés
d’un million d’actifs, et représente un chiffre d’affaire de 'ordre de 120 mil-
liards d’euros. La libre concurrence ainsi que le besoin de réduire coits et
pollutions, obligent de plus en plus les transporteurs a optimiser leurs trans-
ports.

Le probléme industriel que nous considérons s’inscrit dans ce contexte. Il a
pour objet d’aider un transporteur a construire un plan de transport rentable,
utilisant au mieux sa flotte de véhicules, afin d’offrir un service régulier. Ce
plan de transport défini a la fois les routes empruntées par les véhicules du
transporteur et leurs horaires, et les opérations de chargement et de déchar-
gement du fret transporté. Ce probléme se situe ainsi a l'interface entre la
planification tactique et la planification opérationnelle. C’est un probléme de
la famille des problémes de conception de réseau de service, classiquement
utilisée pour modéliser et résoudre des problémes de transport de fret avec
consolidation : par train (BJV00); par avion (BKKWO02), (JSY96); et aussi
par camion. Un état de 'art récent est proposé par (Wie08). Ce travail est com-
plémentaire a (TSC09) dans lequel la taille de la flotte n’était pas contrainte.
L’idée était de proposer une flotte idéale au transporteur. Cela étant, dans la
pratique les transporteurs ont déja une flotte fixée, il s’agit donc dans cet ar-
ticle de les aider a utiliser au mieux cette flotte, quitte a revendre des véhicules
non utilisés.

Les décisions prises par le concepteur du réseau de service concernent a la fois
les véhicules et les marchandises. Il apporte une aide a la décision en répondant
a des questions telles que :

— Quels sont les itinéraires et les horaires des services 7

— Quels véhicules opérent ces services 7

— Comment les marchandises transitent-elles dans ce réseau de services ?
D’autres questions plus opérationnelles sont souvent incluses dans les formu-
lations de conception de réseau de service selon le détail de planification sou-
haité, comme par exemple les fréquences de service (FP94), les affectations
d’équipages (HAG89) et certaines exigences de service (FG98). Le réseau de
service ainsi congu est un plan de transport qui intégre toujours les horaires
des véhicules ainsi que le transit des produits. Dans notre étude, ce réseau a
pour objectif de maximiser le profit du transporteur.

La spécificité du probléeme est d’intégrer la gestion des véhicules au niveau de
la conception du réseau de service. Cette gestion des véhicules comporte deux
contraintes spécifiques. La premiére est la contrainte dite de design balance
qui assure un équilibre entre le nombre de véhicules qui partent d’un terminal



en début de période de planification, et le nombre de véhicules qui arrivent
a ce terminal en fin de période. La seconde est une contrainte sur le temps
d’utilisation de chaque véhicule sur une période.

En vue de maximiser son profit, le transporteur doit choisir les demandes les
plus rentables. Ce choix des demandes de transport satisfaites totalement ou
partiellement est une décision supplémentaire intégrée dans notre probléme.
C’est 'aspect dit de price collecting.

Ainsi posée, notre étude est complémentaire a celle de (ACC09b). Dans leur
étude, (ACCO9b) intégrent plusieurs aspects de la pratique dans la concep-
tion de réseau de service avec gestion de flotte. Ils proposent une formulation
time-dependent via un réseau espace-temps. Ils comparent la résolution de mo-
deles fondés sur différentes formulations sous forme de programmes linéaires
en nombres entiers mixtes. Une des contributions majeure de leur étude est
de mesurer 'impact des contraintes de gestion de flotte sur les solutions op-
timales, & la fois en terme de valeur de la fonction objectif et de temps de
calcul.

Le but de cet article est de présenter une étude comparative similaire, sur
deux formulations de conception de réseau de service avec gestion de flotte.
Les problémes différent cependant & la fois par la nature des demandes, la
structure des cotts, 'aspect de price collecting et par les contraintes spéci-
fiques. Nous n’avons pas de fenétre de temps sur les demandes, il y a donc
au plus une demande par période entre deux terminaux. Dans (ACCO09b), le
circuit des véhicules ne doit pas dépasser I'horaire de la période. Dans notre
probléme cette contrainte de durée est plus souple, la rotation des véhicules
peut s’effectuer sur plusieurs périodes, mais nos véhicules doivent étre dans
un terminal en fin de période : ils ne peuvent pas étre encore en trajet pour
des raisons de maintenance.

Au niveau de la modélisation et de la résolution, nous nous focalisons unique-
ment sur deux formulations, la formulation arc-arc pour laquelle les variables
de décision concernant la conception du réseau portent sur les arcs de ce ré-
seau, et la formulation dite cycle-arc, pour laquelle ces décisions portent sur
des chemins potentiels pour les véhicules. Dans (ACC09b) ces chemins sont
des cycles sur une période, pour nous ce sont des chemins de longueur une
période, morceaux d’un cycle sur plusieurs périodes. Nous comparons expéri-
mentalement ces modéles, ce qui nous permet de valider mais aussi de nuancer
les résultats de (ACCO09b) quant a la qualité de la formulation & base de mor-
ceaux de cycles. Nous proposons également une preuve mathématique qui
valide le fait que la relaxation linéaire de la seconde formulation donne une
meilleure borne que la relaxation linéaire de la premiére.

Les contributions du papier sont doubles. D’une part, il étend et renforce



les résultats de (ACCO09b) en comparant expérimentalement deux formula-
tions d’un probléme de conception de réseau de service avec gestion de flotte.
D’autre part, il apporte une preuve mathématique de la meilleure qualité d’une
des formulations.

Nous présentons les principales caractéristiques et contraintes du probléme
ainsi que le cadre de la modélisation dans la section 2. Les deux modélisations
arc-arc et cycle-arc sont présentées dans la section 3. La section 4 est dédiée
aux résultats théoriques qui permettent de comparer ces deux modélisations et
leur relaxation linéaire, alors que la section 5 présente la partie expérimentale.
La derniére section expose nos conclusions et réflexions.

2 Description du probléme et cadre de modélisation

Dans cette section, nous décrivons le probléme de transport de fret (sec-
tion 2.1) puis nous présentons le cadre de la modélisation (section 2.2) avec
notamment une formulation générique ainsi que les notations nécessaires.

2.1 Le probléeme de transport de fret

Compte tenu d’un réseau physique composé de terminaux (ports, gares fer-
roviaires, aéroports ou entrepots), les connexions possibles (voies maritimes,
chemins de fer, voies aériennes, routes) et un horizon de planification ap-
pelé période (semaine), divisé en une série d’intervalles de temps (jours), le
transporteur peut satisfaire globalement ou partiellement des demandes de
transport (marchandises) origine-destination. Les demandes sont périodiques,
i.e. répétées a l'identique de période en période pendant un ensemble de pé-
riodes aussi appelé saison. Le transporteur dispose d’une flotte de véhicules
prédéfinie, limitée et hétérogéne. Afin d’améliorer le taux de remplissage des
véhicules, et ainsi ses bénéfices, il a la possibilité de consolider les flux de
marchandises via des opérations de transbordement, tout en respectant les
capacités des véhicules. L’idée est de construire le plan de transport sur une
période (semaine), et de répéter ce plan sur I'ensemble des périodes de la
saison (trimestre ou semestre).

Si le transporteur accepte partiellement ou totalement une demande, il s’en-
gage a transporter la méme quantité de cette demande sur toutes les périodes
d’une saison. De plus, chaque livraison doit avoir lieu dans la méme période
que la collecte correspondante. La fraction de demande satisfaite peut étre
divisée pour étre transportée par différents véhicules, les opérations de trans-
bordement sont également autorisées. Bien entendu, la capacité des véhicules



doit étre respectée.

Pour permettre une planification réguliére, le plan de transport calculé sur une
période doit pouvoir étre répété de période en période. Pour ce faire, il faut
qu’au début de chaque période les véhicules soient répartis de facon analogue.
C’est-a-dire qu’on retrouve le méme nombre de véhicules du méme type dans
chaque terminal au début et a la fin de la période de planification, i.e. le
début de la période suivante. Ce n’est pas nécessairement le méme véhicule
qui doit étre au méme endroit, les véhicules peuvent alterner d’une période a
la suivante. C’est la rotation des véhicules.

La seconde contrainte spécifique sur les véhicules est que ceux-ci doivent étre
utilisés de facon équitable : & la fin d’une saison aucun véhicule ne doit étre
ni sous- ni sur-exploité. Eventuellement certains véhicules peuvent ne pas étre
utilisés du tout, auquel cas le transporteur peut les revendre ou les utiliser a
d’autres fin.

Les cotits de transport considérés sont de deux types : un coit fixe pour
I'ouverture d’un service de transport et un coiit variable selon le tonnage
de marchandises & bord. Une recette est engrangée par le transporteur pour
chaque unité de fret transportée jusqu’a sa destination. Ainsi, le transporteur
doit faire un arbitrage entre cotts de transport et recettes pour maximiser son
profit.

Le but de cette étude est d’apporter une aide a la décision pour le transporteur.
Il faut non seulement déterminer un ensemble de plannings (itinéraires et
horaires) des véhicules de sa flotte pour la période de planification considérée,
mais aussi décrire les demandes acceptées totalement ou partiellement et leur
trajet a bord des véhicules, le tout visant a maximiser le profit du transporteur.

2.2 Cadre de modélisation

Le probléme de transport est défini sur un réseau physique composé de n ter-
minaux modélisé par un graphe orienté G’ = (N',; A’). Un arc (i'j') € A" a pour
longueur d(7, j'). Prendre en compte la gestion des véhicules et la construction
de leurs tournées nécessite d’introduire le temps dans ce réseau en définissant
un réseau espace-temps. Pour ce faire, la période de planification (semaine)
est discrétisée en intervalles (jours) {1,..,T}. Le réseau espace-temps est mo-
délisé par le graphe G = (NN, A), dans lequel les noeuds correspondent a des
copies des nceuds du réseau physique, une copie par intervalle de temps. A
un neeud ¢ du réseau espace-temps correspond donc un terminal N; et un
temps T;. Les nceuds sont reliés par deux types d’arcs : d'une part les arcs de
services correspondant aux services potentiels entre différents terminaux avec



implicitement leurs horaires, d’autre part des arcs d’attente sur place ou arcs
de stationnement (holding arcs). Ainsi, un service est défini comme étant un
trajet spécifique (d’un terminal de départ vers un terminal d’arrivée) a des
horaires spécifiques.

Certaines contraintes temporelles sont directement intégrées dans ce réseau
(contraintes de couvre-feu, temps de trajet entre deux villes, ...), ce qui limite
le nombre d’arcs du réseau.

Un exemple de réseau espace-temps sur quatre terminaux et une période di-
visée en sept intervalles de temps est représenté dans la figure 1.

une période
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FI1GURE 1. Un exemple de réseau expace-temps.

Une demande de transport périodique k est définie par son terminal d’origine
ok, son terminal de destination d*, sa quantité (tonnage) w* et le revenu engen-
dré P* par le transport d’une unité de cette demande. On note K 1’ensemble

des demandes.

Pour transporter le fret, le transporteur dispose d’une flotte hétérogéne de
véhicules V, ces véhicules sont classés selon leurs types. On désigne par Vi,
I'ensemble des véhicules de type type, ainsi V' = Uyype Viype. Nous supposons que
les véhicules sont répartis sur le réseau comme souhaité au début de I’horizon
de planification. La capacité de chaque véhicule v € V dépend de la distance a
parcourir, elle est donnée par la fonction u, : A* — R, pour plus de lisibilité,
on note u;j, la capacité du véhicule v entre N; et N;. De méme, on note
tijv le temps de trajet entre les terminaux N; et N;. On note 7 le temps de
réengagement, commun a tous les véhicules. Ce temps (environ 1 heure) est
nécessaire pour réaliser les opérations de chargement et de déchargement du
fret ainsi que le réapprovisionnement éventuel en combustible.

Les cotits de transport sont composés d’un cotit fixe et d’un cott variable. Le
cotit fixe d’ouverture d’un service entre les terminaux i’ et j’ avec le véhicule v
est C'F,(7',7"). On suppose que le cott variable de transport pour un véhicule
v sur I'arc (i'7') est linéaire par rapport a la quantité transportée w. On note



CV,(#',7") le coit variable unitaire de transport entre ¢’ et j" avec le véhicule
v. En fait, ces coiits sont les mémes pour tous les véhicules de méme type et
sont indépendants des heures de départ. Par souci de lisibilité on étend donc
ces fonctions cotlit au réseau espace-temps, le coiit entre deux nceuds 7 et j
étant égal a celui entre les nceuds physiques correspondant, et on note C'Fj;,
(respectivement C'V;;,,) les coiits de transports fixes (respectivement variables
unitaires) entre N; et N; avec le véhicule v.

La contrainte de rotation des véhicules est illustrée sur la figure 2. On a re-
présenté les routes de deux véhicules sur une période, sur la période suivante
ces deux véhicules s’échangeront leur route et ainsi de suite. Dans le cadre de
notre application, le temps avant lequel un véhicule retrouve sa route initiale
est borné par un nombre N de périodes. En pratique les véhicules cyclent
rarement sur plus de 3 a 4 périodes.

une période

Terminaux

FIGURE 2. Réseau espace-temps et rotation de deux véhicules.

(CST03) donnent un exemple de rotation des véhicules pour le transport ma-
ritime, et (YCCO05) pour le transport aérien. Cela se produit rarement pour
le transport routier. Pour assurer la rotation des véhicules, il est parfois né-
cessaire de repositionner certains véhicules, voir (Cra00). Dans la littérature,
on assure la conception d’'un réseau équilibré via une contrainte dite de de-
sign balance. Cette contrainte force un nombre égal de véhicules qui entrent et
sortent de chaque terminal dans le réseau (PCM09; AGCCO09), ce qui induit
des cycles. Ces contraintes ont été modélisées pour une conception d’'un réseau
de service pour un transport express de fret par voie aérienne dans (BS96) et
(BKKWO02), par la route dans (SADO03) et pour une application de service de
transport de passagers par ferry dans (LL04; YC02) et (WLO0S).

Pour que la charge de travail soit équilibrée sur les véhicules utilisés, le plan
de transport doit respecter des quotas d’utilisation minimum et maximum
d’heures d’utilisation par saison. Ces quotas ont été ramenés a des quotas
par période de planification. Ainsi, la longueur du chemin opéré par le vé-



hicule v pendant une période est bornée inférieurement par QuotaMin, et
supérieurement par QuotaMazx,. Ceci est une condition suffisante pour qu’au
final les quotas d’utilisation saisonniers soient respectés. Cette condition est
certes trop forte par rapport aux contraintes industrielles, mais elle est quand
méme satisfaisante du point de vue de la qualité des solutions obtenues. Dans
la littérature sur les problémes de tournées de véhicules, cette contrainte est
appelée la contrainte de temps ou de distance, voir (Lap92).

3 Deux formulations du probléme

Dans la suite on présente deux formulations différentes de notre probléme de
transport. Ce sont deux des quatre formulations de conception de réseau de
service avec gestion de flotte proposées par (ACC09a) et adaptées a notre pro-
bléme. Pour ces deux formulations, les variables de flot de marchandises sont
définies sur les arcs du réseau, ce qui permet notamment d’intégrer facilement
le transbordement. Par contre, nous utilisons deux représentations différentes
des variables de conception du réseau (flot de véhicules) : soit sur les arcs
du réseau espace-temps, soit sur des chemins (ou plus exactement sur des
morceaux de cycle) de ce réseau. Les deux formulations ainsi obtenues sont :
une formulation dite arc-arc, et une formulation dite, par abus de langage,
cycle-arc, ot les cycles ne sont que des morceaux de cycles.

Les successeurs et prédécesseurs d’un nceud dépendent du type de véhicule
considéré. Dans le réseau espace-temps G = (N, A) correspondant au véhicule
v, étant donné un nceud @ € V, on note 57 (i) = {j € N : (ij) € A} et
0, (1) ={j € N : (ji) € A} respectivement, 'ensemble de ses successeurs et
de ses prédécesseurs. On note également b, = min{ug;,, w*}.

Dans les deux formulations, le flot de marchandises est représenté par les
variables x : xfj,u correspond a la quantité de marchandise de la demande k
chargée a bord du véhicule v entre les nceuds 7 et j du réseau espace-temps. La
variable z¥ représente la quantité totale de marchandise de type k transportée

sur une période de planification, i.e. la quantité de demande k qui est satisfaite.

3.1  Formulation arc-arc

La variable binaire y;;,, indique si le service (ij) est opéré par le véhicule v. Ces
variables définissent le réseau de service, elles font le choix des routes pour les
véhicules. Le variable binaire 6, indique si oui ou non le véhicule v est utilisé.
La formulation arc-arc s’écrit alors comme suit.



Maximiser : + Z Pk .2k — Z Z Z CVijo - w?ju

keK veV (ij)eA keK
veV (ij)eA

sous contraintes

flot de marchandises :
oS al, > > a2k, =0, Vke K,Vie N, N; # o"etN; # d(2)

VeV jes (i) veV jes, (i)
> X w2 > > wmu=i VkEK, (3)
veV ieN, Nj=o" jeg&f (i) veV ieN, Ny=o" jeg (i)
> X wh > > Y wh,=—4  VEkeK(4)
vEV ieN, Ny=d* jeo (i) vEVieN, Ny=d* jes, (i)
flot de véhicules :
JESS (4) j€8, (3)
vEViype jeb (i) vEViype jeb, (i)
Z Yijo — 61, S O, YVt € T, Yov € ‘/, (7)

(i,7)€A T <t<T}
contraintes liantes de capacité :

> 55;3'1, — UinYijo < 0, V(ij) € A, Vv €V, (8)
keK
xfjv - bfjvyz‘jv <0, V(ij) e A,Yv € V, Vk € K, (9)

contraintes spécifiques :
QuotaMin,, - 6, < Z Yijotijo < QuotaMaz, - 6,, Yv eV,  (10)
(’L])EA,leN]
variables :

af, >0, V(ij) € A, Vv €V, Vk € K, (11)
e {O..wk} : Vk € K, (12)
Yijo € {0, 1}, V(Zj) S A, Yo eV, (13)
5, € {0;1}, Yo e V. (14)

La fonction objectif (1) maximise le profit i.e. le revenu engendré par le trans-
port auquel on soustrait les cotts de transport variables (flots) et fixes (coiuts
d’ouverture d’un service).

Les contraintes (2)-(4) sont les contraintes de flot sur les marchandises. Elles
permettent le transbordement : une marchandise peut changer de véhicule.
Cependant, elles n’autorisent pas de stockage temporaire d’'une marchandise
dans un terminal en dehors d’un véhicule.



Les contraintes (5) et (6) sont des contraintes de design balance. Toutes deux
visent a équilibrer les départs et arrivées dans les terminaux. La premiére
permet de définir les routes des véhicules a I'intérieur de la période de plani-
fication. Elle force la balance des arrivées et des départs des véhicules. Alors
que la deuxiéme se focalise sur les routes des véhicules aux extrémités de la
période. Ensemble elles pemettent de générer implicitement des cycles pour
les véhicules. La contrainte (7) garantit qu’un véhicule utilisé opére au plus
un service a la fois.

La contrainte (8) assure le respect des capacités des arcs, elle lie les deux flots.
La contrainte (9) est redondante. On I'introduit néanmoins pour obtenir une
formulation dont la relaxation linéaire est plus forte. En effet, cette contrainte
permet d’améliorer nettement la qualité de la relaxation linéaire comme le
montrent (CFGO1) ainsi que nos résultats expérimentaux en section 4. Fina-
lement, la contrainte (10) assure que les quotas d’utilisations (temps de trajet
min et max) soient respectés pour les véhicules utilisés. Les contraintes de type
des variables sont données de (11) a (13). En particulier, la variable binaire
(14) permet de décider si un véhicule est utilisé ou non.

3.2 Formulation cycle-arc

Dans cette seconde formulation, on définit les variables de conception non
plus sur les arcs du réseau, mais sur des chemins potentiels pour les véhicules.
Ces chemins sont des morceaux de cycles. On introduit les variables binaires
gh, gb vaut 1 si le morceau de cycle p est opéré par le véhicule v, 0 sinon.
Les morceaux de cycles potentiels dépendent du type de véhicule, pour plus
de lisibilité, on note P, '’ensemble des morceaux de cycles possibles pour le
véhicule v. Dans la figure 3, on a représenté trois chemins potentiels pour un
véhicule. Il y en a beaucoup d’autres. On note rfj le parameétre qui est égal a
1 si l'arc (i) est dans le cycle p, 0 sinon.

Pour plus de lisibilité, on étend la fonction cotit fixe aux chemins : C'F? est le
cott fixe d’ouverture du chemin p par le véhicule v, ¢’est la somme des cofits
fixes des arcs composant ce chemins.

La formulation cycle-arc du probléme s’écrit alors comme suit.

Maximiser : + > P*- 28 =3~ 3 3" OV, - 2l

keK veV (ij)eAkeK
> > CF g, (15)
veV peP,

sous contraintes

10



Terminaux

F1GURE 3. Morceaux de cycles possibles pour un véhicule dans le réseau espace—
temps correspondant.

flot de marchandises, identique a (2), (3) et (4) :
oS ab, >0 > al, =0, Vke K\Vie N, N; #o"etN; # d*,(16)
VeV jesy (i) VeV jes, (i)

oy oY -3 Y Y k=2 VkeK (17)

VEV GEN, Ni=ok jesi (i) VEVIIEN, Ni=ok jes, (i)

k k. _ k
> Y YooY ¥ X - ek
vEV {EN, Ny=d* jesi (i) veEV ieN, Ny=d* jes, (i)

flot de véhicules :

>ogh <, Yo eV, (19)
PEPy

S Y - > Y Y ghh=0,YieN =1,
v€Viype PEPY 8t (i) vE€Viype PEPw jesy (i)

= (N;, T), Vtype, (20)
contraintes liantes de capacité :

Z :Efjv — Z wijorhigh <0, V(ij) € A,v eV, (21)
kEK pEPu
m > bm ngh < V(ij) € A, Vk € K,Yv €V, (22)
peEP,

contraintes spécifiques :
QuotaMin, < Z Z griitize < QuotaMax,, Yo eV, (23)
pEPy (Z])EA,NﬁéNJ
variables :

W >0, V(ij) € A,Yv € V, Vk € K, (24)
PARs {0..10 } , Vk € K, (25)
g € {0;1}, Yv e V,Vp € P,. (26)

(27)

Dans (15) on retrouve donc 'écriture de la fonction objectif qui maximise le
profit.
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Les contraintes décrivant le flot de marchandises (16)-(18) sont inchangées par
rapport a la formulation arc-arc (2)-(4). Le flot de véhicules est défini de fagon
implicite via les variables chemin g, la contrainte (19) assure qu’un véhicule
n’opére pas plus d’un chemin sur une période. La rotation des véhicules cor-
respond a la contrainte (20).

Comme pour la formulation arc-arc, on retrouve les contraintes liantes et les
contraintes de capacité faibles (21) et fortes (22). Finalement, on retrouve
la contrainte de quotas d’utilisation (23). En pratique, cette contrainte ne
concernant que les cycles, elle est directement incluse dans la génération des
morceaux de cycle pour les véhicules. Ceci permet de réduire le nombre de
contraintes, mais surtout cela limite le nombre de chemins potentiels & envi-
sager et réduit d’autant le nombre de variables binaires.

4 Comparaison théorique des deux formulations

Taille des formulations

4.1

Le premier aspect pour comparer les formulations est leur taille détaillée
dans le tableau 1. Cela permet au moins d’identifier les tailles d’instances
limites pour que les modéles puissent étre chargés en mémoire. En dehors des
contraintes de capacité forte, le nombre de contraintes est assez faible. Quant
aux variables binaires, elles sont en nombre exponentiel dans la formulation
cycle-arc.

arc-arc cycle-arc
nb variables flot marchandises AIIVIIK| | |A||V]IK]
nb variables satisfaction demande | K| | K|
nb variables binaires flot véhicules | |A||V| [type||Prype|
nb contraintes taille flotte V|7 \4!
nb contraintes flot véhicule |N| -
nb contraintes rotation véhicules | n = |N'| n=|N'|
nb contraintes quotas V] -
nb contraintes flot marchandises |N|| K| |N|| K|
nb contraintes capacité faible |Al|V| |A||IV]
nb contraintes capacité forte AIIVIIK| | |A||V]IK]

Tableau 1

Comparaison de la taille des modéles arc-arc et cycle-arc.
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Exemple du probléme n5k15v3t5 :

Les instances de type nbkl15v3t5 comportent n = 5 terminaux, |K| = 15
demandes, |V| = 3 véhicules du méme type, sur une période 7" discrétisées
en |T'| = b5 intervalles de temps. Le réseau espace-temps contient donc |N| =
nx*|T| =55 = 25 neeuds. Si 'on suppose qu’un véhicule peut se rendre d'un
terminal & n’importe quel autre en un intervalle de temps, alors le nombre
d’arcs dans le réseau espace-temps est |[A| = nxnx (|T]| — 1) = 5% 5
4 = 80. Le nombre maximal de cycles pour les véhicules, en ignorant les
contraintes spécifiques de quota et les temps de réengagement, est Tl =
3125. Les résultats expérimentaux montrent qu’en moyenne, en intégrant ces
contraintes, le nombre de morceaux de cycles a considérer pour ces instances
n’est plus que |Py.| ~ 500. Dans le tableau 2, un ordre de grandeur des
modéles pour ce type d’instance est donné. Ce tableau permet de mettre en
évidence le grand nombre de contraintes de capacité forte ainsi que le plus
grand nombre de variables binaires pour le modéle a base de cycles.

arc-arc | cycle-arc
nb variables continues 2415 2415
nb variables binaires (design) 160 500
nb contraintes 482 467
nb contraintes capacité forte 2400 2400

Tableau 2
Comparaison de la taille des formulations arc-arc et cycle-arc pour une instance de
type nbk15v3t4.

4.2 Comparaison théorique des formulations

Théoréme 4.1 La relazation linéaire du modéle cycle-arc offre une meilleure
borne supérieure (probléme de mazimisation) que la relaxation linéaire du mo-
déle arc-arc.

Preuve : On note P, p (respectivement P.,rp) le polyédre défini par les
contraintes du modéle arc-arc (respectivement cycle-arc), avec les variables
relaxées linéairement.

Il faut montrer que l'on peut transformer toute solution (x,z,g) € Peurp en
une solution (z, z,y,0) € Paarp et que les fonctions objectifs correspondantes
vérifient 'inégalité objectif calLP < objectif aaL P. Pour cela, on construit une
application affine 7, telle que 7 (Pearp) € Paarp-

Soit (x,z,9) € Pearp, on définit 7 par 7 (z,z,9) = (z,2,y,0) o z et z sont
inchangées et
Yijo = Z 957’%

pEPv
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bo=>_ ¢

pEPu

Dans la suite nous montrons que 7, qui est une application affine par dé-
finition, est & images dans P, p. Pour cela, il faut démontrer que I'élément
(x,z,y,0) image par 7 de (z, z, g) vérifie toutes les contraintes de la relaxation
linéaire du modéle arc-arc. Au cours de la démonstration, on utilise bien en-
tendu le fait que (z, z, g) vérifie toutes les contraintes de la relaxation linéaire
du modéle cycle-arc.

— Espace des variables.
Comme 0 < 3> cp gh <1, 0on a bien 0 <y, <let0<6, <1

— Contraintes flot de marchandises.
Ces contraintes sont automatiquement vérifiées puisque dans les deux solu-
tions les variables concernant les marchandises, x et z, sont identiques.

— Contraintes cycles de véhicules.

Z Yijvo — Z Yjiv = Z 2957"%— Z 2957"%

JEST (4) JES, (4) JEST (i) PEPY J€Sy (i) PEPY
=D 900> rh— > )
PEPy jesT (@) €6y —(1)
=0
=0.

2 W= > ) gy

(1,)) €A T; <t<T; (4,§) €A T; <t<T; pEPv

=> 9 >

PEPy (’L,_])EA :Ti§t<Tj

<1

Szgv: v-

PEPy

— Contraintes de capacité faible et forte.

k oy — ko . D,.P
Z Lijo — UijvlYijo = Z Lijo — Uijv Z GuTij

keK keK PEPy
— k PP
=>. Ligo — > uijgiry;
kGK pEPv
<0.

On démontre de méme que si (z, z, g) vérifie les contraintes de capacité forte
alors son image les vérifie également.
— Contraintes de quotas pour un véhicule utilisé.

Z Yijulijo = Z Z griitije

(ij)€A;N; #Nj (ij)€A;N;#N; pEPy
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=2 X g

PEPy (’L])EA,Nl#NJ
€ [QuotaMin,; QuotaMaz,).

Il ne reste plus qu’a comparer la valeur des fonctions objectif. Les cotits et
profits relatifs aux marchandises sont identiques puisque dans les deux solu-
tions les variables concernant les marchandises x et z sont identiques. On va
donc comparer les cotits fixes d’ouverture de services.

Z Z Cﬂjvyijvzz Z Cﬂjv Z ggrg’]

veV (ij)eA veV (ij)eEA PEPy

:Z Z ( Z Cﬂjvrfj)gg

vEV pEPy (if)EA

=CFY}

= Z Z CFPgP.

veV peP,

Les deux fonctions objectif ont la méme valeur.

On a démontré que 7 définit bien une application affine 7 : P.or.p — Paarp,
qui conserve la valeur objectif des solutions. D’une fagon imagée, si les espaces
de définition étaient les mémes, le polyédre P, p serait inclus dans le polyédre

PaaLP .

Les deux modeéles exacts ayant la méme valeur a 'optimum, ce théoréme
prouve uniquement que le gap entre une solution de la relaxation linéaire et
une solution exacte est plus faible pour le modéle cycle-arc que pour le modéle
arc-arc. Cependant, ce théoréme ne donne aucune mesure de cette "domina-
tion". Les résultats expérimentaux confirment le fait que la formulation a base
de morceaux de cycle est meilleure, de plus ils permettent de mesurer les gaps
respectifs des deux modéles. Par ailleurs, pour mettre en valeur I'intérét d’in-
troduire la contrainte de capacité forte dans nos formulations, nous détaillons
les résultats expérimentaux obtenus pour la version faible et la version forte
de chacun des modeles arc-arc et cycle-arc.

5 Comparaison expérimentale des modéles

Le but de notre étude expérimentale est de comparer la qualité des deux
formulations, a la fois en terme de qualité des relaxations linéaires et en temps
de résolution. On donnera les résultats pour les versions faibles et fortes des
deux formulations. Pour ce faire, nous avons généré différents jeux d’instances
sur 5 terminaux, 10, 15 ou 20 demandes, 2, 3 ou 4 véhicules de méme type,
sur une période discrétisée en 4 intervalles de temps. Comme pour (TSC09),
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nous avons généré des instances selon quatre types de demandes (demandes
grandes, moyennes, petites, minuscules). Pour les demandes minuscules, toutes
les demandes sont de taille inférieure & la capacité des véhicules alors que
pour les petites demandes, quelques demandes peuvent dépasser cette capacité.
Pour les moyennes (resp. grandes) demandes la majorité des demandes est de
taille proche (resp. largement supérieure) de la capacité des véhicules. Pour les
matrices de demandes trés creuses (seulement 10 demandes entre 5 terminaux),
outre la répartition aléatoire des demandes, nous avons envisagé des demandes
concentrées autour d’un pole d’attractivité ou hub.

On obtient ainsi 48 profils d'instances, pour chacun de ces profils, nous avons
généré 3 instances. Les résultats présentés sont des moyennes des résultats
obtenus sur ces instances.

Les modeles ont été implémentés en Visual C++ et résolus avec ILOG Cplex
10.2 sur un ordinateur de bureau doté d'un processeur Intel Pentium 4 a
2.6GHz avec 1.5Go de RAM. Pour le modéle cycle-arc, tous les morceaux de
cycles sont générés par un algorithme de parcours en profondeur, puis seuls
les morceaux admissibles (respectant les quotas et le temps de réengagement)
sont, conservés et utilisés dans la construction du modéle. Cette génération est
trés rapide sur ces petites instances.

Dans le tableau 3, les quatre premiéres colonnes donnent le temps de résolution
moyen des versions faibles et fortes des modéles arc-arc et cycle-arc. C’est
le temps de résolution requis par Cplex pour obtenir une solution optimale
entiére. Le temps de calcul est limité & 1h (3 600 secondes). Les quatre derniéres
colonnes indiquent le gap entre la relaxation linéaire et la solution exacte, ce
gap est défini par la formule suivante :

(valeur RL — valeur exacte)

gap =
valeur exacte

Ces gaps permettent de mesurer la qualité des relaxations linéaires des deux
modeéles, et d’évaluer I'impact des contraintes de capacité forte. Pour plus de li-
sibilité nous ne détaillons pas les résultats obtenus sur les 48 profils d’instances,
mais présentons les moyennes des résultats obtenus en faisant des moyennes
sur différentes caractéristiques : taille des demandes, nombre de véhicules et
nombre de demandes.

D’une maniére générale les résultats reportés dans le tableau 3 mettent en
avant la qualité de la formulation & base de morceaux de cycles qui garantit a
la fois un meilleur gap (gain d’environ 4% par rapport au modéle sur les arcs),
et un temps de calcul plus court. Ceci valide donc expérimentalement la do-
minance du modéle cycle-arc sur le modéle arc-arc donné dans le théoréme 4.1
et on voit également que le "gap" entre ces deux formulations est important.

Les résultats confirment également la mauvaise qualité de la borne obtenue
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arc-arc arc-arc cycle-arc cycle-arc | arc-arc arc-arc cycle-arc cycle-arc
Pb faible  fort faible fort faible  fort faible fort

temps  temps  temps temps gap gap gap gap
Moyenne 315 311 269 155 101%  6.3% 6.2% 2.8%
Gd 29 52 11 13 7.5% 6.6% 3.5% 2.7%
Mo 320 273 131 138 11.3%  9.0% 6.4% 4.4%
Pt 546 580 622 390 11.2%  6.0% 10.0% 2.8%
Min 336 337 309 78 10.5%  3.3% 8.3% 2.3%
v2 7 6 10 12 11.5%  6.4% 8.0% 3.3%
v3 96 110 152 111 102%  6.6% 6.2% 3.1%
v4 843 816 643 341 8.7% 5.8% 4.4% 2.1%
k10 273 268 213 110 8.8% 5.4% 5.6% 2.6%
k15 283 292 171 155 12.8% 8.8% 6.6% 3.4%
k20 524 556 477 256 9.6% 5.3% 7.0% 2.7%

Tableau 3

Temps de résolution (en secondes) et gap entre relaxation linéaire et solution exacte

en %.

par la relaxation linéaire du modéle arc-arc sans les contraintes de capacité
forte, avec un gap de plus de 10% en moyenne. Ceci contribue & un temps
de résolution plus long pour obtenir une solution entiére a cause d’un grand
nombre de noeuds a explorer dans 'arbre de Branch&Bound.

Les contraintes de capacité forte améliorent elles aussi de prés de 4% les relaxa-
tions linéaires pour les deux modeles. Elles permettent d’accélérer nettement
le temps de résolution pour le modéle cycle-arc. Par contre elles n’améliorent
pas le temps de résolution pour le modéle arc-arc : le nombre de nceuds ex-
ploré est plus petit, mais le temps passé a4 chaque nceud est plus important
a cause du plus grand nombre de contraintes. Le gain li¢ aux contraintes de
capacité fortes est d’autant plus important que les demandes sont de plus
petite taille. Ces contraintes ont un net intérét sur ces petites instances, ce-
pendant, leur nombre augmentant trés rapidement avec la taille des instances,
elles alourdissent trop les modéles sur de plus grandes instances et saturent
vite la mémoire ralentissant ’exploration des nceuds de I'arbre de branche-
ment. Une alternative est alors d’ajouter dynamiquement les contraintes de
capacité fortes violées, a condition qu’il soit facile de les identifier.

Notons que le temps de résolution augmente considérablement lorsque le nombre

de véhicules augmente. Ceci est dii, d’une part a ’augmentation du nombre de
variables binaires, et d’autre part a 'augmentation du nombre de symétries
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dans le probléme. Ce temps augmente également, lorsque le nombre de de-
mandes augmente. La formulation cycle-arc a plus de variables binaires, mais
sa résolution est presque toujours plus rapide du fait du meilleur gap. Cette
tendance s’inverse notamment pour les instances avec petites demandes pour
lesquelles le modele cycle-arc n’apporte pas une grande amélioration du gap.

Parmi les instances testées, il apparait dans le tableau 3 que ce sont les ins-
tances avec des petites demandes qui nécessitent le plus de temps de calcul.
Cela est lié a la difficulté des problémes qui contiennent un mélange d’objets
de petite et de grande taille, comme pour les problémes de packing ou de
cutting, voir (CHLCO00).

Nos tests nous ont également permis d’obtenir les résultats suivants. Le temps
de résolution de la relaxation linéaire, de quelques secondes pour le modéle
faible, est nettement augmenté pour le modéle fort (multiplié en moyenne
par 6) du fait du trés grand nombre de contraintes de capacité forte. Ceci
n’a pas d’impact sur ces petites instances, mais peut devenir génant pour
des instances de plus grande taille. De plus, la taille en mémoire des modéles
augmente considérablement en ajoutant les contraintes fortes, ce qui limite
d’autant plus la taille des instances pour lesquelles on peut obtenir la valeur
de la relaxation linéaire.

La comparaison de la moyenne des résultats sur 6 profils avec hub et 6 profils
sans hub, indique un gain en terme de temps de résolution (10% plus rapide)
pour des demandes structurées autour de hub, aussi bien pour la relaxation
linéaire que pour la résolution exacte.

6 Conclusion

Dans cet article, nous avons comparé deux formulations d’'un probléme de
conception de réseau avec gestion de flotte : pour la premiére, les variables de
conception sont exprimées sur les arcs, alors que, pour la seconde, elles sont
exprimées sur des chemins potentiels des véhicules. Notre étude expérimentale
sur de petites instances montre que la formulation a base de chemins offre non
seulement une bien meilleure relaxation linéaire, mais que son temps de calcul
est également plus limité. Ce résultat est confirmé par une étude théorique de
comparaison des relaxations linéaires des deux modéles.

Rappelons que la taille des problémes résolus dans ce papier se limite a 5 termi-
naux, 20 demandes, 4 véhicules et une discrétisation en 4 intervalles de temps.
Pour des instances de taille plus grande, la génération exhaustive de tous les
chemins potentiels engendre trés rapidement des modéles qui ne tiennent plus
en mémoire. Ces modéles ne peuvent donc pas étre résolus directement pour
les instances réelles qui comportent des dizaines de terminaux, des centaines
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de demandes, une dizaine de véhicules et surtout une discrétisation de la pé-
riode en 10 a 50 intervalles de temps.

Afin de proposer des solutions & notre probléme industriel avec flotte fixée
sur de telles instances, un algorithme de génération de colonnes sur le modele
cycle-arc semble prometteur.
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