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conception de réseaux pour un problème de
transport de fret avec gestion de véhicules
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RésuméDans 
et arti
le, on s'intéresse à l'étude de la maximisation du pro�t d'un transpor-teur de fret. Ce problème intègre la gestion des �ux de véhi
ules simultanément à
elle des �ux de mar
handises. Nous proposons deux modèles linéaires en nombresentiers, l'un fondé sur des variables ar
s pour les véhi
ules, l'autre sur des variables
hemins pour les véhi
ules, les deux ave
 des variables ar
s pour les mar
handises.La 
omparaison expérimentale de 
es deux modèles indique que la formulation "
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1 Introdu
tionLe transport de fret est un des maillons essentiels de la 
haîne logistique(supply-
hain) des entreprises. L'INSEE estime que 
e se
teur o

upe prèsd'un million d'a
tifs, et représente un 
hi�re d'a�aire de l'ordre de 120 mil-liards d'euros. La libre 
on
urren
e ainsi que le besoin de réduire 
oûts etpollutions, obligent de plus en plus les transporteurs à optimiser leurs trans-ports.Le problème industriel que nous 
onsidérons s'ins
rit dans 
e 
ontexte. Il apour objet d'aider un transporteur à 
onstruire un plan de transport rentable,utilisant au mieux sa �otte de véhi
ules, a�n d'o�rir un servi
e régulier. Ceplan de transport dé�ni à la fois les routes empruntées par les véhi
ules dutransporteur et leurs horaires, et les opérations de 
hargement et de dé
har-gement du fret transporté. Ce problème se situe ainsi à l'interfa
e entre laplani�
ation ta
tique et la plani�
ation opérationnelle. C'est un problème dela famille des problèmes de 
on
eption de réseau de servi
e, 
lassiquementutilisée pour modéliser et résoudre des problèmes de transport de fret ave

onsolidation : par train (BJV00) ; par avion (BKKW02), (JSY96) ; et aussipar 
amion. Un état de l'art ré
ent est proposé par (Wie08). Ce travail est 
om-plémentaire à (TSC09) dans lequel la taille de la �otte n'était pas 
ontrainte.L'idée était de proposer une �otte idéale au transporteur. Cela étant, dans lapratique les transporteurs ont déjà une �otte �xée, il s'agit don
 dans 
et ar-ti
le de les aider à utiliser au mieux 
ette �otte, quitte à revendre des véhi
ulesnon utilisés.Les dé
isions prises par le 
on
epteur du réseau de servi
e 
on
ernent à la foisles véhi
ules et les mar
handises. Il apporte une aide à la dé
ision en répondantà des questions telles que :� Quels sont les itinéraires et les horaires des servi
es ?� Quels véhi
ules opèrent 
es servi
es ?� Comment les mar
handises transitent-elles dans 
e réseau de servi
es ?D'autres questions plus opérationnelles sont souvent in
luses dans les formu-lations de 
on
eption de réseau de servi
e selon le détail de plani�
ation sou-haité, 
omme par exemple les fréquen
es de servi
e (FP94), les a�e
tationsd'équipages (HAG89) et 
ertaines exigen
es de servi
e (FG98). Le réseau deservi
e ainsi 
onçu est un plan de transport qui intègre toujours les horairesdes véhi
ules ainsi que le transit des produits. Dans notre étude, 
e réseau apour obje
tif de maximiser le pro�t du transporteur.La spé
i�
ité du problème est d'intégrer la gestion des véhi
ules au niveau dela 
on
eption du réseau de servi
e. Cette gestion des véhi
ules 
omporte deux
ontraintes spé
i�ques. La première est la 
ontrainte dite de design balan
equi assure un équilibre entre le nombre de véhi
ules qui partent d'un terminal2



en début de période de plani�
ation, et le nombre de véhi
ules qui arriventà 
e terminal en �n de période. La se
onde est une 
ontrainte sur le tempsd'utilisation de 
haque véhi
ule sur une période.En vue de maximiser son pro�t, le transporteur doit 
hoisir les demandes lesplus rentables. Ce 
hoix des demandes de transport satisfaites totalement oupartiellement est une dé
ision supplémentaire intégrée dans notre problème.C'est l'aspe
t dit de pri
e 
olle
ting.Ainsi posée, notre étude est 
omplémentaire à 
elle de (ACC09b). Dans leurétude, (ACC09b) intègrent plusieurs aspe
ts de la pratique dans la 
on
ep-tion de réseau de servi
e ave
 gestion de �otte. Ils proposent une formulationtime-dependent via un réseau espa
e-temps. Ils 
omparent la résolution de mo-dèles fondés sur di�érentes formulations sous forme de programmes linéairesen nombres entiers mixtes. Une des 
ontributions majeure de leur étude estde mesurer l'impa
t des 
ontraintes de gestion de �otte sur les solutions op-timales, à la fois en terme de valeur de la fon
tion obje
tif et de temps de
al
ul.Le but de 
et arti
le est de présenter une étude 
omparative similaire, surdeux formulations de 
on
eption de réseau de servi
e ave
 gestion de �otte.Les problèmes di�èrent 
ependant à la fois par la nature des demandes, lastru
ture des 
oûts, l'aspe
t de pri
e 
olle
ting et par les 
ontraintes spé
i-�ques. Nous n'avons pas de fenêtre de temps sur les demandes, il y a don
au plus une demande par période entre deux terminaux. Dans (ACC09b), le
ir
uit des véhi
ules ne doit pas dépasser l'horaire de la période. Dans notreproblème 
ette 
ontrainte de durée est plus souple, la rotation des véhi
ulespeut s'e�e
tuer sur plusieurs périodes, mais nos véhi
ules doivent être dansun terminal en �n de période : ils ne peuvent pas être en
ore en trajet pourdes raisons de maintenan
e.Au niveau de la modélisation et de la résolution, nous nous fo
alisons unique-ment sur deux formulations, la formulation ar
-ar
 pour laquelle les variablesde dé
ision 
on
ernant la 
on
eption du réseau portent sur les ar
s de 
e ré-seau, et la formulation dite 
y
le-ar
, pour laquelle 
es dé
isions portent surdes 
hemins potentiels pour les véhi
ules. Dans (ACC09b) 
es 
hemins sontdes 
y
les sur une période, pour nous 
e sont des 
hemins de longueur unepériode, mor
eaux d'un 
y
le sur plusieurs périodes. Nous 
omparons expéri-mentalement 
es modèles, 
e qui nous permet de valider mais aussi de nuan
erles résultats de (ACC09b) quant à la qualité de la formulation à base de mor-
eaux de 
y
les. Nous proposons également une preuve mathématique quivalide le fait que la relaxation linéaire de la se
onde formulation donne unemeilleure borne que la relaxation linéaire de la première.Les 
ontributions du papier sont doubles. D'une part, il étend et renfor
e3



les résultats de (ACC09b) en 
omparant expérimentalement deux formula-tions d'un problème de 
on
eption de réseau de servi
e ave
 gestion de �otte.D'autre part, il apporte une preuve mathématique de la meilleure qualité d'unedes formulations.Nous présentons les prin
ipales 
ara
téristiques et 
ontraintes du problèmeainsi que le 
adre de la modélisation dans la se
tion 2. Les deux modélisationsar
-ar
 et 
y
le-ar
 sont présentées dans la se
tion 3. La se
tion 4 est dédiéeaux résultats théoriques qui permettent de 
omparer 
es deux modélisations etleur relaxation linéaire, alors que la se
tion 5 présente la partie expérimentale.La dernière se
tion expose nos 
on
lusions et ré�exions.2 Des
ription du problème et 
adre de modélisationDans 
ette se
tion, nous dé
rivons le problème de transport de fret (se
-tion 2.1) puis nous présentons le 
adre de la modélisation (se
tion 2.2) ave
notamment une formulation générique ainsi que les notations né
essaires.2.1 Le problème de transport de fretCompte tenu d'un réseau physique 
omposé de terminaux (ports, gares fer-roviaires, aéroports ou entrep�ts), les 
onnexions possibles (voies maritimes,
hemins de fer, voies aériennes, routes) et un horizon de plani�
ation ap-pelé période (semaine), divisé en une série d'intervalles de temps (jours), letransporteur peut satisfaire globalement ou partiellement des demandes detransport (mar
handises) origine-destination. Les demandes sont périodiques,i.e. répétées à l'identique de période en période pendant un ensemble de pé-riodes aussi appelé saison. Le transporteur dispose d'une �otte de véhi
ulesprédé�nie, limitée et hétérogène. A�n d'améliorer le taux de remplissage desvéhi
ules, et ainsi ses béné�
es, il a la possibilité de 
onsolider les �ux demar
handises via des opérations de transbordement, tout en respe
tant les
apa
ités des véhi
ules. L'idée est de 
onstruire le plan de transport sur unepériode (semaine), et de répéter 
e plan sur l'ensemble des périodes de lasaison (trimestre ou semestre).Si le transporteur a

epte partiellement ou totalement une demande, il s'en-gage à transporter la même quantité de 
ette demande sur toutes les périodesd'une saison. De plus, 
haque livraison doit avoir lieu dans la même périodeque la 
olle
te 
orrespondante. La fra
tion de demande satisfaite peut êtredivisée pour être transportée par di�érents véhi
ules, les opérations de trans-bordement sont également autorisées. Bien entendu, la 
apa
ité des véhi
ules4



doit être respe
tée.Pour permettre une plani�
ation régulière, le plan de transport 
al
ulé sur unepériode doit pouvoir être répété de période en période. Pour 
e faire, il fautqu'au début de 
haque période les véhi
ules soient répartis de façon analogue.C'est-à-dire qu'on retrouve le même nombre de véhi
ules du même type dans
haque terminal au début et à la �n de la période de plani�
ation, i.e. ledébut de la période suivante. Ce n'est pas né
essairement le même véhi
ulequi doit être au même endroit, les véhi
ules peuvent alterner d'une période àla suivante. C'est la rotation des véhi
ules.La se
onde 
ontrainte spé
i�que sur les véhi
ules est que 
eux-
i doivent êtreutilisés de façon équitable : à la �n d'une saison au
un véhi
ule ne doit êtreni sous- ni sur-exploité. Eventuellement 
ertains véhi
ules peuvent ne pas êtreutilisés du tout, auquel 
as le transporteur peut les revendre ou les utiliser àd'autres �n.Les 
oûts de transport 
onsidérés sont de deux types : un 
oût �xe pourl'ouverture d'un servi
e de transport et un 
oût variable selon le tonnagede mar
handises à bord. Une re
ette est engrangée par le transporteur pour
haque unité de fret transportée jusqu'à sa destination. Ainsi, le transporteurdoit faire un arbitrage entre 
oûts de transport et re
ettes pour maximiser sonpro�t.Le but de 
ette étude est d'apporter une aide à la dé
ision pour le transporteur.Il faut non seulement déterminer un ensemble de plannings (itinéraires ethoraires) des véhi
ules de sa �otte pour la période de plani�
ation 
onsidérée,mais aussi dé
rire les demandes a

eptées totalement ou partiellement et leurtrajet à bord des véhi
ules, le tout visant à maximiser le pro�t du transporteur.2.2 Cadre de modélisationLe problème de transport est dé�ni sur un réseau physique 
omposé de n ter-minaux modélisé par un graphe orienté G′ = (N ′, A′). Un ar
 (i′j′) ∈ A′ a pourlongueur d(i′, j′). Prendre en 
ompte la gestion des véhi
ules et la 
onstru
tionde leurs tournées né
essite d'introduire le temps dans 
e réseau en dé�nissantun réseau espa
e-temps. Pour 
e faire, la période de plani�
ation (semaine)est dis
rétisée en intervalles (jours) {1, .., T}. Le réseau espa
e-temps est mo-délisé par le graphe G = (N, A), dans lequel les n÷uds 
orrespondent à des
opies des n÷uds du réseau physique, une 
opie par intervalle de temps. Aun n÷ud i du réseau espa
e-temps 
orrespond don
 un terminal Ni et untemps Ti. Les n÷uds sont reliés par deux types d'ar
s : d'une part les ar
s deservi
es 
orrespondant aux servi
es potentiels entre di�érents terminaux ave
5



impli
itement leurs horaires, d'autre part des ar
s d'attente sur pla
e ou ar
sde stationnement (holding ar
s). Ainsi, un servi
e est dé�ni 
omme étant untrajet spé
i�que (d'un terminal de départ vers un terminal d'arrivée) à deshoraires spé
i�ques.Certaines 
ontraintes temporelles sont dire
tement intégrées dans 
e réseau(
ontraintes de 
ouvre-feu, temps de trajet entre deux villes, ...), 
e qui limitele nombre d'ar
s du réseau.Un exemple de réseau espa
e-temps sur quatre terminaux et une période di-visée en sept intervalles de temps est représenté dans la �gure 1.
une période
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Figure 1. Un exemple de réseau expa
e-temps.Une demande de transport périodique k est dé�nie par son terminal d'origine
ok, son terminal de destination dk, sa quantité (tonnage) wk et le revenu engen-dré P k par le transport d'une unité de 
ette demande. On note K l'ensembledes demandes.Pour transporter le fret, le transporteur dispose d'une �otte hétérogène devéhi
ules V , 
es véhi
ules sont 
lassés selon leurs types. On désigne par Vtypel'ensemble des véhi
ules de type type, ainsi V = ∪typeVtype. Nous supposons queles véhi
ules sont répartis sur le réseau 
omme souhaité au début de l'horizonde plani�
ation. La 
apa
ité de 
haque véhi
ule v ∈ V dépend de la distan
e àpar
ourir, elle est donnée par la fon
tion uv : A′ → R+, pour plus de lisibilité,on note uijv la 
apa
ité du véhi
ule v entre Ni et Nj . De même, on note
tijv le temps de trajet entre les terminaux Ni et Nj. On note τ le temps deréengagement, 
ommun à tous les véhi
ules. Ce temps (environ 1 heure) estné
essaire pour réaliser les opérations de 
hargement et de dé
hargement dufret ainsi que le réapprovisionnement éventuel en 
ombustible.Les 
oûts de transport sont 
omposés d'un 
oût �xe et d'un 
oût variable. Le
oût �xe d'ouverture d'un servi
e entre les terminaux i′ et j′ ave
 le véhi
ule vest CFv(i

′, j′). On suppose que le 
oût variable de transport pour un véhi
ule
v sur l'ar
 (i′j′) est linéaire par rapport à la quantité transportée w. On note6



CVv(i
′, j′) le 
oût variable unitaire de transport entre i′ et j′ ave
 le véhi
ule

v. En fait, 
es 
oûts sont les mêmes pour tous les véhi
ules de même type etsont indépendants des heures de départ. Par sou
i de lisibilité on étend don

es fon
tions 
oût au réseau espa
e-temps, le 
oût entre deux n÷uds i et jétant égal à 
elui entre les n÷uds physiques 
orrespondant, et on note CFijv(respe
tivement CVijv) les 
oûts de transports �xes (respe
tivement variablesunitaires) entre Ni et Nj ave
 le véhi
ule v.La 
ontrainte de rotation des véhi
ules est illustrée sur la �gure 2. On a re-présenté les routes de deux véhi
ules sur une période, sur la période suivante
es deux véhi
ules s'é
hangeront leur route et ainsi de suite. Dans le 
adre denotre appli
ation, le temps avant lequel un véhi
ule retrouve sa route initialeest borné par un nombre N de périodes. En pratique les véhi
ules 
y
lentrarement sur plus de 3 à 4 périodes.
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Figure 2. Réseau espa
e-temps et rotation de deux véhi
ules.(CST03) donnent un exemple de rotation des véhi
ules pour le transport ma-ritime, et (YCC05) pour le transport aérien. Cela se produit rarement pourle transport routier. Pour assurer la rotation des véhi
ules, il est parfois né-
essaire de repositionner 
ertains véhi
ules, voir (Cra00). Dans la littérature,on assure la 
on
eption d'un réseau équilibré via une 
ontrainte dite de de-sign balan
e. Cette 
ontrainte for
e un nombre égal de véhi
ules qui entrent etsortent de 
haque terminal dans le réseau (PCM09; AGCC09), 
e qui induitdes 
y
les. Ces 
ontraintes ont été modélisées pour une 
on
eption d'un réseaude servi
e pour un transport express de fret par voie aérienne dans (BS96) et(BKKW02), par la route dans (SAD03) et pour une appli
ation de servi
e detransport de passagers par ferry dans (LL04; YC02) et (WL08).Pour que la 
harge de travail soit équilibrée sur les véhi
ules utilisés, le plande transport doit respe
ter des quotas d'utilisation minimum et maximumd'heures d'utilisation par saison. Ces quotas ont été ramenés à des quotaspar période de plani�
ation. Ainsi, la longueur du 
hemin opéré par le vé-7



hi
ule v pendant une période est bornée inférieurement par QuotaMinv etsupérieurement par QuotaMaxv . Ce
i est une 
ondition su�sante pour qu'au�nal les quotas d'utilisation saisonniers soient respe
tés. Cette 
ondition est
ertes trop forte par rapport aux 
ontraintes industrielles, mais elle est quandmême satisfaisante du point de vue de la qualité des solutions obtenues. Dansla littérature sur les problèmes de tournées de véhi
ules, 
ette 
ontrainte estappelée la 
ontrainte de temps ou de distan
e, voir (Lap92).3 Deux formulations du problèmeDans la suite on présente deux formulations di�érentes de notre problème detransport. Ce sont deux des quatre formulations de 
on
eption de réseau deservi
e ave
 gestion de �otte proposées par (ACC09a) et adaptées à notre pro-blème. Pour 
es deux formulations, les variables de �ot de mar
handises sontdé�nies sur les ar
s du réseau, 
e qui permet notamment d'intégrer fa
ilementle transbordement. Par 
ontre, nous utilisons deux représentations di�érentesdes variables de 
on
eption du réseau (�ot de véhi
ules) : soit sur les ar
sdu réseau espa
e-temps, soit sur des 
hemins (ou plus exa
tement sur desmor
eaux de 
y
le) de 
e réseau. Les deux formulations ainsi obtenues sont :une formulation dite ar
-ar
, et une formulation dite, par abus de langage,
y
le-ar
, où les 
y
les ne sont que des mor
eaux de 
y
les.Les su

esseurs et prédé
esseurs d'un n÷ud dépendent du type de véhi
ule
onsidéré. Dans le réseau espa
e-temps G = (N, A) 
orrespondant au véhi
ule
v, étant donné un n÷ud i ∈ V , on note δ+

v (i) = {j ∈ N : (ij) ∈ A} et
δ−v (i) = {j ∈ N : (ji) ∈ A} respe
tivement, l'ensemble de ses su

esseurs etde ses prédé
esseurs. On note également bk

ijv = min{uijv, w
k}.Dans les deux formulations, le �ot de mar
handises est représenté par lesvariables x : xk

ijv 
orrespond à la quantité de mar
handise de la demande k
hargée à bord du véhi
ule v entre les n÷uds i et j du réseau espa
e-temps. Lavariable zk représente la quantité totale de mar
handise de type k transportéesur une période de plani�
ation, i.e. la quantité de demande k qui est satisfaite.3.1 Formulation ar
-ar
La variable binaire yijv indique si le servi
e (ij) est opéré par le véhi
ule v. Cesvariables dé�nissent le réseau de servi
e, elles font le 
hoix des routes pour lesvéhi
ules. Le variable binaire δv indique si oui ou non le véhi
ule v est utilisé.La formulation ar
-ar
 s'é
rit alors 
omme suit.8



Maximiser : +
∑
k∈K

P k · zk − ∑
v∈V

∑
(ij)∈A

∑
k∈K

CVijv · xk
ijv

− ∑
v∈V

∑
(ij)∈A

CFijv · yijv, (1)sous 
ontraintes�ot de mar
handises :∑
v∈V

∑
j∈δ+

v (i)

xk
ijv −

∑
v∈V

∑
j∈δ−v (i)

xk
jiv = 0, ∀k ∈ K, ∀i ∈ N, Ni 6= oketNi 6= dk,(2)

∑
v∈V

∑
i∈N, Ni=ok

∑
j∈δ+

v (i)

xk
ijv −

∑
v∈V

∑
i∈N, Ni=ok

∑
j∈δ−v (i)

xk
jiv = zk, ∀k ∈ K, (3)

∑
v∈V

∑
i∈N, Ni=dk

∑
j∈δ+

v (i)

xk
ijv −

∑
v∈V

∑
i∈N, Ni=dk

∑
j∈δ−v (i)

xk
jiv = −zk, ∀k ∈ K,(4)�ot de véhi
ules :∑

j∈δ+
v (i)

yijv −
∑

j∈δ−v (i)

yjiv = 0, ∀i ∈ N, Ti 6= 1, ∀v ∈ V, (5)
∑

v∈Vtype

∑
j∈δ+

v (i)

yijv −
∑

v∈Vtype

∑
j∈δ−v (i)

yjiv = 0, ∀i ∈ N, Ti = 1, ∀type, (6)
∑

(i,j)∈A :Ti≤t<Tj

yijv − δv ≤ 0, ∀t ∈ T, ∀v ∈ V, (7)
ontraintes liantes de 
apa
ité :∑
k∈K

xk
ijv − uijvyijv ≤ 0, ∀(ij) ∈ A, ∀v ∈ V, (8)

xk
ijv − bk

ijvyijv ≤ 0, ∀(ij) ∈ A, ∀v ∈ V, ∀k ∈ K, (9)
ontraintes spé
i�ques :
QuotaMinv · δv ≤

∑
(ij)∈A;Ni 6=Nj

yijvtijv ≤ QuotaMaxv · δv, ∀v ∈ V, (10)variables :
xk

ijv ≥ 0, ∀(ij) ∈ A, ∀v ∈ V, ∀k ∈ K, (11)
zk ∈

[
0..wk

]
, ∀k ∈ K, (12)

yijv ∈ {0; 1}, ∀(ij) ∈ A, ∀v ∈ V, (13)
δv ∈ {0; 1}, ∀v ∈ V. (14)La fon
tion obje
tif (1) maximise le pro�t i.e. le revenu engendré par le trans-port auquel on soustrait les 
oûts de transport variables (�ots) et �xes (
oûtsd'ouverture d'un servi
e).Les 
ontraintes (2)-(4) sont les 
ontraintes de �ot sur les mar
handises. Ellespermettent le transbordement : une mar
handise peut 
hanger de véhi
ule.Cependant, elles n'autorisent pas de sto
kage temporaire d'une mar
handisedans un terminal en dehors d'un véhi
ule.9



Les 
ontraintes (5) et (6) sont des 
ontraintes de design balan
e. Toutes deuxvisent à équilibrer les départs et arrivées dans les terminaux. La premièrepermet de dé�nir les routes des véhi
ules à l'intérieur de la période de plani-�
ation. Elle for
e la balan
e des arrivées et des départs des véhi
ules. Alorsque la deuxième se fo
alise sur les routes des véhi
ules aux extrémités de lapériode. Ensemble elles pemettent de générer impli
itement des 
y
les pourles véhi
ules. La 
ontrainte (7) garantit qu'un véhi
ule utilisé opère au plusun servi
e à la fois.La 
ontrainte (8) assure le respe
t des 
apa
ités des ar
s, elle lie les deux �ots.La 
ontrainte (9) est redondante. On l'introduit néanmoins pour obtenir uneformulation dont la relaxation linéaire est plus forte. En e�et, 
ette 
ontraintepermet d'améliorer nettement la qualité de la relaxation linéaire 
omme lemontrent (CFG01) ainsi que nos résultats expérimentaux en se
tion 4. Fina-lement, la 
ontrainte (10) assure que les quotas d'utilisations (temps de trajetmin et max) soient respe
tés pour les véhi
ules utilisés. Les 
ontraintes de typedes variables sont données de (11) à (13). En parti
ulier, la variable binaire(14) permet de dé
ider si un véhi
ule est utilisé ou non.3.2 Formulation 
y
le-ar
Dans 
ette se
onde formulation, on dé�nit les variables de 
on
eption nonplus sur les ar
s du réseau, mais sur des 
hemins potentiels pour les véhi
ules.Ces 
hemins sont des mor
eaux de 
y
les. On introduit les variables binaires
gp

v , gp
v vaut 1 si le mor
eau de 
y
le p est opéré par le véhi
ule v, 0 sinon.Les mor
eaux de 
y
les potentiels dépendent du type de véhi
ule, pour plusde lisibilité, on note Pv l'ensemble des mor
eaux de 
y
les possibles pour levéhi
ule v. Dans la �gure 3, on a représenté trois 
hemins potentiels pour unvéhi
ule. Il y en a beau
oup d'autres. On note rp

ij le paramètre qui est égal à
1 si l'ar
 (ij) est dans le 
y
le p, 0 sinon.Pour plus de lisibilité, on étend la fon
tion 
oût �xe aux 
hemins : CF p

v est le
oût �xe d'ouverture du 
hemin p par le véhi
ule v, 
'est la somme des 
oûts�xes des ar
s 
omposant 
e 
hemins.La formulation 
y
le-ar
 du problème s'é
rit alors 
omme suit.Maximiser : +
∑
k∈K

P k · zk − ∑
v∈V

∑
(ij)∈A

∑
k∈K

CVijv · xk
ijv

− ∑
v∈V

∑
p∈Pv

CF p
v · gp

v , (15)sous 
ontraintes 10
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Figure 3. Mor
eaux de 
y
les possibles pour un véhi
ule dans le réseau espa
e�temps 
orrespondant.�ot de mar
handises, identique à (2), (3) et (4) :∑
v∈V

∑
j∈δ+

v (i)

xk
ijv −

∑
v∈V

∑
j∈δ−v (i)

xk
jiv = 0, ∀k ∈ K, ∀i ∈ N, Ni 6= oketNi 6= dk,(16)

∑
v∈V

∑
i∈N, Ni=ok

∑
j∈δ+

v (i)

xk
ijv −

∑
v∈V

∑
i∈N, Ni=ok

∑
j∈δ−v (i)

xk
jiv = zk, ∀k ∈ K, (17)

∑
v∈V

∑
i∈N, Ni=dk

∑
j∈δ+

v (i)

xk
ijv −

∑
v∈V

∑
i∈N, Ni=dk

∑
j∈δ−v (i)

xk
jiv = −zk, ∀k ∈ K,(18)�ot de véhi
ules :∑

p∈Pv

gp
v ≤ 1, ∀v ∈ V, (19)

∑
v∈Vtype

∑
p∈Pv

∑
j∈δ+

v (i)

gp
vr

p
ij −

∑
v∈Vtype

∑
p∈Pv

∑
j∈δ−v (i′)

gp
vr

p
i′j = 0, ∀i ∈ N, Ti = 1,

i′ = (Ni, T ), ∀type, (20)
ontraintes liantes de 
apa
ité :∑
k∈K

xk
ijv −

∑
p∈Pv

uijvr
p
ijg

p
v ≤ 0, ∀(ij) ∈ A, v ∈ V, (21)

xk
ijv −

∑
p∈Pv

bk
ijvr

p
ijg

p
v ≤ 0, ∀(ij) ∈ A, ∀k ∈ K, ∀v ∈ V, (22)
ontraintes spé
i�ques :

QuotaMinv ≤
∑

p∈Pv

∑
(ij)∈A;Ni 6=Nj

gp
vr

p
ijtijv ≤ QuotaMaxv , ∀v ∈ V, (23)variables :

xk
ijv ≥ 0, ∀(ij) ∈ A, ∀v ∈ V, ∀k ∈ K, (24)

zk ∈
[
0..wk

]
, ∀k ∈ K, (25)

gp
v ∈ {0; 1}, ∀v ∈ V, ∀p ∈ Pv. (26)(27)Dans (15) on retrouve don
 l'é
riture de la fon
tion obje
tif qui maximise lepro�t. 11



Les 
ontraintes dé
rivant le �ot de mar
handises (16)-(18) sont in
hangées parrapport à la formulation ar
-ar
 (2)-(4). Le �ot de véhi
ules est dé�ni de façonimpli
ite via les variables 
hemin g, la 
ontrainte (19) assure qu'un véhi
ulen'opère pas plus d'un 
hemin sur une période. La rotation des véhi
ules 
or-respond à la 
ontrainte (20).Comme pour la formulation ar
-ar
, on retrouve les 
ontraintes liantes et les
ontraintes de 
apa
ité faibles (21) et fortes (22). Finalement, on retrouvela 
ontrainte de quotas d'utilisation (23). En pratique, 
ette 
ontrainte ne
on
ernant que les 
y
les, elle est dire
tement in
luse dans la génération desmor
eaux de 
y
le pour les véhi
ules. Ce
i permet de réduire le nombre de
ontraintes, mais surtout 
ela limite le nombre de 
hemins potentiels à envi-sager et réduit d'autant le nombre de variables binaires.4 Comparaison théorique des deux formulations4.1 Taille des formulationsLe premier aspe
t pour 
omparer les formulations est leur taille détailléedans le tableau 1. Cela permet au moins d'identi�er les tailles d'instan
eslimites pour que les modèles puissent être 
hargés en mémoire. En dehors des
ontraintes de 
apa
ité forte, le nombre de 
ontraintes est assez faible. Quantaux variables binaires, elles sont en nombre exponentiel dans la formulation
y
le-ar
. ar
-ar
 
y
le-ar
nb variables �ot mar
handises |A||V ||K| |A||V ||K|nb variables satisfa
tion demande |K| |K|nb variables binaires �ot véhi
ules |A||V | |type||Ptype|nb 
ontraintes taille �otte |V ||T | |V |nb 
ontraintes �ot véhi
ule |N | -nb 
ontraintes rotation véhi
ules n = |N ′| n = |N ′|nb 
ontraintes quotas |V | -nb 
ontraintes �ot mar
handises |N ||K| |N ||K|nb 
ontraintes 
apa
ité faible |A||V | |A||V |nb 
ontraintes 
apa
ité forte |A||V ||K| |A||V ||K|Tableau 1Comparaison de la taille des modèles ar
-ar
 et 
y
le-ar
.12



Exemple du problème n5k15v3t5 :Les instan
es de type n5k15v3t5 
omportent n = 5 terminaux, |K| = 15demandes, |V | = 3 véhi
ules du même type, sur une période T dis
rétiséesen |T | = 5 intervalles de temps. Le réseau espa
e-temps 
ontient don
 |N | =
n∗ |T | = 5 ∗ 5 = 25 n÷uds. Si l'on suppose qu'un véhi
ule peut se rendre d'unterminal à n'importe quel autre en un intervalle de temps, alors le nombred'ar
s dans le réseau espa
e-temps est |A| = n ∗ n ∗ (|T | − 1) = 5 ∗ 5 ∗
4 = 80. Le nombre maximal de 
y
les pour les véhi
ules, en ignorant les
ontraintes spé
i�ques de quota et les temps de réengagement, est n|T | =
3 125. Les résultats expérimentaux montrent qu'en moyenne, en intégrant 
es
ontraintes, le nombre de mor
eaux de 
y
les à 
onsidérer pour 
es instan
esn'est plus que |Ptype| ≈ 500. Dans le tableau 2, un ordre de grandeur desmodèles pour 
e type d'instan
e est donné. Ce tableau permet de mettre enéviden
e le grand nombre de 
ontraintes de 
apa
ité forte ainsi que le plusgrand nombre de variables binaires pour le modèle à base de 
y
les.ar
-ar
 
y
le-ar
nb variables 
ontinues 2 415 2 415nb variables binaires (design) 160 500nb 
ontraintes 482 467nb 
ontraintes 
apa
ité forte 2 400 2 400Tableau 2Comparaison de la taille des formulations ar
-ar
 et 
y
le-ar
 pour une instan
e detype n5k15v3t4.4.2 Comparaison théorique des formulationsThéorème 4.1 La relaxation linéaire du modèle 
y
le-ar
 o�re une meilleureborne supérieure (problème de maximisation) que la relaxation linéaire du mo-dèle ar
-ar
.Preuve : On note PaaLP (respe
tivement PcaLP ) le polyèdre dé�ni par les
ontraintes du modèle ar
-ar
 (respe
tivement 
y
le-ar
), ave
 les variablesrelaxées linéairement.Il faut montrer que l'on peut transformer toute solution (x, z, g) ∈ PcaLP enune solution (x, z, y, δ) ∈ PaaLP et que les fon
tions obje
tifs 
orrespondantesvéri�ent l'inégalité obje
tif 
aLP ≤ obje
tif aaLP. Pour 
ela, on 
onstruit uneappli
ation a�ne T , telle que T (PcaLP ) ⊆ PaaLP .Soit (x, z, g) ∈ PcaLP , on dé�nit T par T (x, z, g) = (x, z, y, δ) où x et z sontin
hangées et

yijv =
∑

p∈Pv

gp
vr

p
ij13



δv =
∑

p∈Pv

gp
vDans la suite nous montrons que T , qui est une appli
ation a�ne par dé-�nition, est à images dans PaaLP . Pour 
ela, il faut démontrer que l'élément

(x, z, y, δ) image par T de (x, z, g) véri�e toutes les 
ontraintes de la relaxationlinéaire du modèle ar
-ar
. Au 
ours de la démonstration, on utilise bien en-tendu le fait que (x, z, g) véri�e toutes les 
ontraintes de la relaxation linéairedu modèle 
y
le-ar
.� Espa
e des variables.Comme 0 ≤ ∑
p∈Pv

gp
v ≤ 1, on a bien 0 ≤ yijv ≤ 1 et 0 ≤ δv ≤ 1.� Contraintes �ot de mar
handises.Ces 
ontraintes sont automatiquement véri�ées puisque dans les deux solu-tions les variables 
on
ernant les mar
handises, x et z, sont identiques.� Contraintes 
y
les de véhi
ules.∑

j∈δ+
v (i)

yijv −
∑

j∈δ−v (i)

yjiv =
∑

j∈δ+
v (i)

∑
p∈Pv

gp
vr

p
ij −

∑
j∈δ−v (i)

∑
p∈Pv

gp
vr

p
ij

=
∑

p∈Pv

gp
v (

∑
j∈δ+

v (i)

rp
ij −

∑
j∈δv−(i)

rp
ij)︸ ︷︷ ︸

=0

=0.

∑
(i,j)∈A :Ti≤t<Tj

yijv =
∑

(i,j)∈A :Ti≤t<Tj

∑
p∈Pv

gp
vr

p
ij

=
∑

p∈Pv

gp
v

∑
(i,j)∈A :Ti≤t<Tj

rp
ij︸ ︷︷ ︸

≤1

≤ ∑
p∈Pv

gp
v = δv.� Contraintes de 
apa
ité faible et forte.∑

k∈K

xk
ijv − uijvyijv =

∑
k∈K

xk
ijv − uijv

∑
p∈Pv

gp
vr

p
ij

=
∑
k∈K

xk
ijv −

∑
p∈Pv

uijvg
p
vr

p
ij

≤ 0.On démontre de même que si (x, z, g) véri�e les 
ontraintes de 
apa
ité fortealors son image les véri�e également.� Contraintes de quotas pour un véhi
ule utilisé.∑
(ij)∈A;Ni 6=Nj

yijvtijv =
∑

(ij)∈A;Ni 6=Nj

∑
p∈Pv

gp
vr

p
ijtijv14



=
∑

p∈Pv

∑
(ij)∈A;Ni 6=Nj

tijvr
p
ijg

p
v

∈ [QuotaMinv ; QuotaMaxv].Il ne reste plus qu'à 
omparer la valeur des fon
tions obje
tif. Les 
oûts etpro�ts relatifs aux mar
handises sont identiques puisque dans les deux solu-tions les variables 
on
ernant les mar
handises x et z sont identiques. On vadon
 
omparer les 
oûts �xes d'ouverture de servi
es.
∑
v∈V

∑
(ij)∈A

CFijvyijv =
∑
v∈V

∑
(ij)∈A

CFijv

∑
p∈Pv

gp
vr

p
ij

=
∑
v∈V

∑
p∈Pv

(
∑

(ij)∈A

CFijvr
p
ij)︸ ︷︷ ︸

=CF p
v

gp
v

=
∑
v∈V

∑
p∈Pv

CF p
v gp

v.Les deux fon
tions obje
tif ont la même valeur.On a démontré que T dé�nit bien une appli
ation a�ne T : PcaLP −→ PaaLP ,qui 
onserve la valeur obje
tif des solutions. D'une façon imagée, si les espa
esde dé�nition étaient les mêmes, le polyèdre PcaLP serait in
lus dans le polyèdre
PaaLP .Les deux modèles exa
ts ayant la même valeur à l'optimum, 
e théorèmeprouve uniquement que le gap entre une solution de la relaxation linéaire etune solution exa
te est plus faible pour le modèle 
y
le-ar
 que pour le modèlear
-ar
. Cependant, 
e théorème ne donne au
une mesure de 
ette "domina-tion". Les résultats expérimentaux 
on�rment le fait que la formulation à basede mor
eaux de 
y
le est meilleure, de plus ils permettent de mesurer les gapsrespe
tifs des deux modèles. Par ailleurs, pour mettre en valeur l'intérêt d'in-troduire la 
ontrainte de 
apa
ité forte dans nos formulations, nous détaillonsles résultats expérimentaux obtenus pour la version faible et la version fortede 
ha
un des modèles ar
-ar
 et 
y
le-ar
.5 Comparaison expérimentale des modèlesLe but de notre étude expérimentale est de 
omparer la qualité des deuxformulations, à la fois en terme de qualité des relaxations linéaires et en tempsde résolution. On donnera les résultats pour les versions faibles et fortes desdeux formulations. Pour 
e faire, nous avons généré di�érents jeux d'instan
essur 5 terminaux, 10, 15 ou 20 demandes, 2, 3 ou 4 véhi
ules de même type,sur une période dis
rétisée en 4 intervalles de temps. Comme pour (TSC09),15



nous avons généré des instan
es selon quatre types de demandes (demandesgrandes, moyennes, petites, minus
ules). Pour les demandes minus
ules, toutesles demandes sont de taille inférieure à la 
apa
ité des véhi
ules alors quepour les petites demandes, quelques demandes peuvent dépasser 
ette 
apa
ité.Pour les moyennes (resp. grandes) demandes la majorité des demandes est detaille pro
he (resp. largement supérieure) de la 
apa
ité des véhi
ules. Pour lesmatri
es de demandes très 
reuses (seulement 10 demandes entre 5 terminaux),outre la répartition aléatoire des demandes, nous avons envisagé des demandes
on
entrées autour d'un p�le d'attra
tivité ou hub.On obtient ainsi 48 pro�ls d'instan
es, pour 
ha
un de 
es pro�ls, nous avonsgénéré 3 instan
es. Les résultats présentés sont des moyennes des résultatsobtenus sur 
es instan
es.Les modèles ont été implémentés en Visual C++ et résolus ave
 ILOG Cplex10.2 sur un ordinateur de bureau doté d'un pro
esseur Intel Pentium 4 à2.6GHz ave
 1.5Go de RAM. Pour le modèle 
y
le-ar
, tous les mor
eaux de
y
les sont générés par un algorithme de par
ours en profondeur, puis seulsles mor
eaux admissibles (respe
tant les quotas et le temps de réengagement)sont 
onservés et utilisés dans la 
onstru
tion du modèle. Cette génération esttrès rapide sur 
es petites instan
es.Dans le tableau 3, les quatre premières 
olonnes donnent le temps de résolutionmoyen des versions faibles et fortes des modèles ar
-ar
 et 
y
le-ar
. C'estle temps de résolution requis par Cplex pour obtenir une solution optimaleentière. Le temps de 
al
ul est limité à 1h (3 600 se
ondes). Les quatre dernières
olonnes indiquent le gap entre la relaxation linéaire et la solution exa
te, 
egap est dé�ni par la formule suivante :
gap =

(valeur RL− valeur exa
te)valeur exa
teCes gaps permettent de mesurer la qualité des relaxations linéaires des deuxmodèles, et d'évaluer l'impa
t des 
ontraintes de 
apa
ité forte. Pour plus de li-sibilité nous ne détaillons pas les résultats obtenus sur les 48 pro�ls d'instan
es,mais présentons les moyennes des résultats obtenus en faisant des moyennessur di�érentes 
ara
téristiques : taille des demandes, nombre de véhi
ules etnombre de demandes.D'une manière générale les résultats reportés dans le tableau 3 mettent enavant la qualité de la formulation à base de mor
eaux de 
y
les qui garantit àla fois un meilleur gap (gain d'environ 4% par rapport au modèle sur les ar
s),et un temps de 
al
ul plus 
ourt. Ce
i valide don
 expérimentalement la do-minan
e du modèle 
y
le-ar
 sur le modèle ar
-ar
 donné dans le théorème 4.1et on voit également que le "gap" entre 
es deux formulations est important.Les résultats 
on�rment également la mauvaise qualité de la borne obtenue16



ar
-ar
 ar
-ar
 
y
le-ar
 
y
le-ar
 ar
-ar
 ar
-ar
 
y
le-ar
 
y
le-ar
Pb faible fort faible fort faible fort faible forttemps temps temps temps gap gap gap gapMoyenne 315 311 269 155 10.1% 6.3% 6.2% 2.8%Gd 59 52 11 13 7.5% 6.6% 3.5% 2.7%Mo 320 273 131 138 11.3% 9.0% 6.4% 4.4%Pt 546 580 622 390 11.2% 6.0% 10.0% 2.8%Min 336 337 309 78 10.5% 3.3% 8.3% 2.3%v2 7 6 10 12 11.5% 6.4% 8.0% 3.3%v3 96 110 152 111 10.2% 6.6% 6.2% 3.1%v4 843 816 643 341 8.7% 5.8% 4.4% 2.1%k10 273 268 213 110 8.8% 5.4% 5.6% 2.6%k15 283 292 171 155 12.8% 8.8% 6.6% 3.4%k20 524 556 477 256 9.6% 5.3% 7.0% 2.7%Tableau 3Temps de résolution (en se
ondes) et gap entre relaxation linéaire et solution exa
teen %.par la relaxation linéaire du modèle ar
-ar
 sans les 
ontraintes de 
apa
itéforte, ave
 un gap de plus de 10% en moyenne. Ce
i 
ontribue à un tempsde résolution plus long pour obtenir une solution entière à 
ause d'un grandnombre de n÷uds à explorer dans l'arbre de Bran
h&Bound.Les 
ontraintes de 
apa
ité forte améliorent elles aussi de près de 4% les relaxa-tions linéaires pour les deux modèles. Elles permettent d'a

élérer nettementle temps de résolution pour le modèle 
y
le-ar
. Par 
ontre elles n'améliorentpas le temps de résolution pour le modèle ar
-ar
 : le nombre de n÷uds ex-ploré est plus petit, mais le temps passé à 
haque n÷ud est plus importantà 
ause du plus grand nombre de 
ontraintes. Le gain lié aux 
ontraintes de
apa
ité fortes est d'autant plus important que les demandes sont de pluspetite taille. Ces 
ontraintes ont un net intérêt sur 
es petites instan
es, 
e-pendant, leur nombre augmentant très rapidement ave
 la taille des instan
es,elles alourdissent trop les modèles sur de plus grandes instan
es et saturentvite la mémoire ralentissant l'exploration des n÷uds de l'arbre de bran
he-ment. Une alternative est alors d'ajouter dynamiquement les 
ontraintes de
apa
ité fortes violées, à 
ondition qu'il soit fa
ile de les identi�er.Notons que le temps de résolution augmente 
onsidérablement lorsque le nombrede véhi
ules augmente. Ce
i est dû, d'une part à l'augmentation du nombre devariables binaires, et d'autre part à l'augmentation du nombre de symétries17



dans le problème. Ce temps augmente également, lorsque le nombre de de-mandes augmente. La formulation 
y
le-ar
 a plus de variables binaires, maissa résolution est presque toujours plus rapide du fait du meilleur gap. Cettetendan
e s'inverse notamment pour les instan
es ave
 petites demandes pourlesquelles le modèle 
y
le-ar
 n'apporte pas une grande amélioration du gap.Parmi les instan
es testées, il apparaît dans le tableau 3 que 
e sont les ins-tan
es ave
 des petites demandes qui né
essitent le plus de temps de 
al
ul.Cela est lié à la di�
ulté des problèmes qui 
ontiennent un mélange d'objetsde petite et de grande taille, 
omme pour les problèmes de pa
king ou de
utting, voir (CHLC00).Nos tests nous ont également permis d'obtenir les résultats suivants. Le tempsde résolution de la relaxation linéaire, de quelques se
ondes pour le modèlefaible, est nettement augmenté pour le modèle fort (multiplié en moyennepar 6) du fait du très grand nombre de 
ontraintes de 
apa
ité forte. Ce
in'a pas d'impa
t sur 
es petites instan
es, mais peut devenir gênant pourdes instan
es de plus grande taille. De plus, la taille en mémoire des modèlesaugmente 
onsidérablement en ajoutant les 
ontraintes fortes, 
e qui limited'autant plus la taille des instan
es pour lesquelles on peut obtenir la valeurde la relaxation linéaire.La 
omparaison de la moyenne des résultats sur 6 pro�ls ave
 hub et 6 pro�lssans hub, indique un gain en terme de temps de résolution (10% plus rapide)pour des demandes stru
turées autour de hub, aussi bien pour la relaxationlinéaire que pour la résolution exa
te.6 Con
lusionDans 
et arti
le, nous avons 
omparé deux formulations d'un problème de
on
eption de réseau ave
 gestion de �otte : pour la première, les variables de
on
eption sont exprimées sur les ar
s, alors que, pour la se
onde, elles sontexprimées sur des 
hemins potentiels des véhi
ules. Notre étude expérimentalesur de petites instan
es montre que la formulation à base de 
hemins o�re nonseulement une bien meilleure relaxation linéaire, mais que son temps de 
al
ulest également plus limité. Ce résultat est 
on�rmé par une étude théorique de
omparaison des relaxations linéaires des deux modèles.Rappelons que la taille des problèmes résolus dans 
e papier se limite à 5 termi-naux, 20 demandes, 4 véhi
ules et une dis
rétisation en 4 intervalles de temps.Pour des instan
es de taille plus grande, la génération exhaustive de tous les
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